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1 MotivationDie numerishe Simulation im Bereih der An-lagentehnik und im Motorenbau erlaubt k�urze-re Entwiklungszeiten bei gleihzeitiger Kosten-reduktion. Die st�andige Verbesserung der Model-lierung von komplexen physikalishen Prozessen,wie der Str�omungsturbulenz oder der Partikel-Partikelwehselwirkung, erlaubt die Darstellungvon realen tehnishen Anwendungen, wie Gas-feststo�str�omungen in Zyklonen oder die Kraft-sto�einspritzung mit anshlie�ender Verdamp-fung, Z�undung und Verbrennung in Motoren[1℄.Die hohen Genauigkeitsanforderungen verlangeneine entsprehende Netzdihte, was einen gro�enRehenaufwand bedeutet. Eine eÆziente L�osungder Str�omungsgleihungen ist sowohl auf Vektor-als auh auf Parallelrehner m�oglih. Die Diskre-tisierung der dispersen Phase erfolgt nah demLagrangian Ansatz, der jedoh auf Vektorreh-nern zu erheblihen Leistungseinbr�uhen f�uhrt.Daher wird die Euler-Lagrange Simulation vonMehrphasenstr�omungen auf Skalarworkstationsoder aufMIMD Parallelrehnern ausgef�uhrt, wo-bei f�ur die Eulerphase eine Gebietszerlegung undf�ur die Partikelphase eine dynamishe Partikel-Prozessorzuordnung implementiert wurde.Moderne Gleihungsl�oser (Mehrgitterverfahren)erm�oglihen eine weitere Beshleunigung der Be-rehnung. Im folgenden wird die Anwendung derMehrgittertehnik auf eine Finiten Volumen Dis-kretisierung des SIMPLE Algorithmus beshrie-

ben und zusammen mit einem Beispiel disku-tiert.2 Mathematishes ModellZur Beshreibung einer turbulenten, isothermenLuftstr�omung niedriger Mahzahl werden die Er-haltungsgleihungen f�ur Masse, Impuls und ska-lare Transportgr�o�en verwendet. Au�erdem wirdvom Newtonshen Spannungsansatz und demStandard k � � Modell ausgegangen. Die parti-ellen Di�erentialgleihungen k�onnen in folgendeallgemeine Form gebraht werden,��t��F��+ ��xj ��F uj ��� ��xj  � ���xj! = S + SPwobei � f�ur die kartesishen Geshwindigkeits-komponenten ui i = 1 : : : 3, f�ur die turbulentekinetishe Energie k, f�ur die Energiedissipation "und f�ur die Skalare i steht.Tabelle 1 zeigt die Variablen und Quelltermef�ur die untershiedlihen Gleihungen. � ist derTransportkoeÆzient(Shmidt Zahl), S der Quell-term der Str�omungsvariablen und SP der Quell-term infolge der Wehselwirkung mit der Par-tikelphase, � ist die laminare �t die turbulenteVisosit�at, �F ist die Fluiddihte und f1, f2 undf3 sind die kartesishen Komponenten der �au�e-ren Kr�afte (z.B. Gravitation) pro Masseneinheit.1



Gleihung � � S SPKontinuit�at 1 0 0 P �mPk�tImpuls ui �e� ��xj���uj�xi���p�xi+�FfiP �(mPk uPk )�tturb. kin.Energie k �t�k Pk � �F " 0Dissipation " �t�" "k ("1 Pk � "2 �F ") 0Skalar i �t�k 0 P �mPk�tPk=�t �ui�xj � �ui�xj + �uj�xi �; �e�=�+�t; �t = �F � k2"�=0:09; "1=1:44; "2=1:92; �k=1:0; �"=1:3Tabelle 1: Di�usionskoeÆzienten und Produkti-ons/Quellterme der Str�omungsgleihungenDie disperse Phase wird durh diskrete Parti-keltrajektorien dargestellt, wobei jedes Rehen-partikel Stellvertreter f�ur eine dem vorgegebenenMassenstrom entsprehende Anzahl von realenPartikeln mit den selben physikalishen Eigen-shaften ist. Die Erhaltungsgleihungen f�ur Im-puls und Masse sind in [2℄ angef�uhrt. Die dar-aus resultierenden gew�ohnlihen Di�erentialglei-hungen werden durh ein Runge-Kutta Verfah-ren 4.Ordnung mit automatisher Shrittweiten-steuerung gel�ost.3 DiskretisierungDie Diskretisierung erfolgt auf einem blokstruk-turiertem, ober�ahenangepa�tem Netz, das ausHexaedern besteht. Die Bl�oke haben eine re-gul�are ijk-Struktur, was f�ur die L�osung Vorteilebringt, jedoh auh im seriellen Fall eine speziel-le Behandlung der Blokgrenzen erfordert. Eineindirekten Addressierung ist daher niht erfor-derlih.Beim Mehrgitterverfahren wird pro Gitterle-vel die Netzteilung f�ur alle 3 Hauptrihtun-gen durhgehend �uber alle Bl�oke verdoppelt.Ausgangsnetz ist das Netz mit der h�ohstenAu�osung. Bei tehnish realen Anwendungensind 3 Gitterlevel oft shon das Maximum, weildas gr�obste Gitter von der realen Geometrie unddas feinste von der Speiherkapazit�at der Reh-ner bestimmt wird.Die Parallelisierung erfolgt �uber eine Gebietszer-

legung, welhe die aus dem Preproessing ent-standene Blokstruktur auf die einzelenen Kno-ten verteilt. Ziel ist eine optimale Lastverteilungd.h. gleihm�a�ige Verteilung der Zellen auf dieProzessoren bei gleihzeitiger Minimierung derKoppel�ahen zwishen den Rehnerknoten.Die Erhaltungsgleihungen sind nah der FinitenVolumen Methode diskretisiert. Alle L�osungs-variablen werden im Zellmittelpunkt bereh-net. Um Drukoszillationen zu vermeiden, wirddie Massenstrominterpolation von Rhie undChow [3℄ verwendet. Die di�usiven Terme wer-den nah dem Zentraldi�erenzenshema, diekonvektiven nah einem Blending zwishenZentraldi�erenzen- und Upwindshema bereh-net. Die zeitlihe �Anderung wird mit einem im-pliziten Euler Shema diskretisiert.
4 L�osungsmethode4.1 Die SIMPLE MethodeAusgangspunkt der Untersuhungen ist derSIMPLE Algorithmus nah Caretto et al.[4℄, wo-bei die Impulsgleihungen, die Drukkorrektur,die Turbulenzgleihungen und Skalargleihungennaheinander gel�ost werden. Diese Reihenfolgewird bis zum Erreihen eines Konvergenzkriteri-ums wiederholt und entspriht einem iterativemVerfahren. Zur L�osung des linearen Gleihungs-systems der jeweiligen Transportgleihung wirddas SIP Verfahren [5℄ verwendet. Es ist nume-rish eÆzient f�ur alle Gleihungen bis auf dieDrukkorrekturgleihung mit 2-5 Iterationen zuarbeiten. Der Druk ben�otigt allerdings ein Viel-fahes an SIP Iteration . Hier bewirkt das Mehr-gitterverfahren eine wesentlihe Beshleunigung.4.2 Die Multi-Grid MethodeN�ahere Information zum Multi{Grid (MG)Algorithmus k�onnen in [6℄, [7℄, [8℄ gefundenwerden. Ein 2-Gitter Algorithmus besteht ausden folgenden Shritten:2



1. �1 Gl�attungsiterationen auf dem feinenNetz (Vorgl�attung )2. Restriktion auf das gr�obere Gitter3. L�osung auf dem gr�oberen Gitter4. Prolongation der Ergebnisse auf das fei-nere Netz und Korrektur der letztenFeingitterapproximation5. �2 Gl�attungsiterationen auf dem feinenNetz (Nahgl�attung )Der Vorteil von 2 Netzen zeigt sih wie folgt:Hohfrequente Anteile des L�osungsfehlers wer-den auf dem feinen Netz shnell ged�ampft(�1und �2 sind 1 bis 3). Niederfrequente Anteilewerden auf dem groben Netz ohne Genauigkeits-verlust, aber mit weniger Rehenoperationenged�ampft. Shritt 1 bis 5 werden mehrmalsdurhlaufen.Der MG-Algorithmus ist eine Verallgemeinerungder 2-Gitter Methode: Die Grobgitterl�osungwird rekursiv ersetzt durh ein oder zwei Stufendes 2-Gitter Algorithmus. Dies ergibt den V-und W-Zyklus, die auf einer Serie von Netzenarbeiten, die mit !k, k = 1; : : : ; kk bezeihnetwerden.Der Full Multi{Grid (FMG) Algorithmus startetauf dem gr�obsten Gitter !1 mit einer ausreihendhohen Anzahl von Iterationen. Dann errehneteine FMG{Prolongation von h�oherer Ordnungeine Anfangsl�osung f�ur die 2-Gitter Methodeauf !2. Nah  Iterationen wird die L�osung zumn�ahst feineren Gitter prolongiert und so weiterbis zum feinsten Gitter !kk. Im Idealfall kannein MG-Zyklus auf jedem Gitterlevel f�ur dieL�osung des Problems reihen. Abbildung 1 zeigtwie das MG-Verfahren arbeitet:
k=1k=2...k=kk* * * *// n / n / n /o o� � �o o o o o// n / n /o o� � �o o o// n /o o� � �o
Symbole: � exakte L�osung, o Vor- oder Nahgl�attung,n Restriktion, / Prolongation,// FMG-ProlongationAbbildung 1: FMG-Methode (V-Zyklus, 4 Gitter)Zur L�osung der Str�omungsgleihungen wird dieFMG-Methode auf das nihtlineare System alsGanzes angewendet. Ein modi�zierter SIMPLEAlgorithmus dient als Gl�atter und Grobgit-terl�oser. Ein besseres L�osungsverfahren f�ur die

Drukkorrekturgleihung bewirkt eine deutliheErh�ohung der EÆzienz des SIMPLE Verfahrens.4.3 Die verbesserte SIMPLEMethodeDer Einu� der Drukiterationen wurde unter-suht, um den original SIMPLE zu verbessern.Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse von Berehnungeneines geraden Kanals mit 32*32*128 Elementenund einer Reynolds ZahlRe = 67 000. Mit zuneh-innere Iterationen �au�ere T gesamt T pf�ur Druk Iterationen in s in %15 3024 17494 2850 1503 12905 51100 902 11174 66200 517 10356 79300 362 10083 85400 273 9936 88500 225 10679 90Tabelle 2: Konvergenz des original SIMPLEAlgorithmus abh�angig von der Anzahl derDrukiterationenmender Anzahl der Drukiterationen verringertsih die Anzahl der �au�eren Iterationen (h�ohe-re Konvergenzgeshwindigkeit). Der Zeitaufwandzur L�osung der Drukgleihung T p zeigt ein ho-hes Einsparungspotential auf. Deshalb wurde eininternes Mehrgitterverfahren f�ur die Drukglei-hung implementiert. Der SIP L�oser arbeitet alsGl�atter und das Grobgitterproblem wird von ei-nem CG L�oser mit einer unvollst�andigen Choles-ky Zerlegung als Vorkonditionierer berehnet.Abbildung 2 zeigt die Konvergenz f�ur den gera-den Kanal mit 64�64�256 Elementen. SIP zeigtdie originale SIMPLE Methode mit einer opti-mierten Anzahl von Drukiterationen. Die bei-den anderen Kurven zeigen die verbesserte SIM-PLE Methode mit dem internen Mehrgitterver-fahren f�ur den Druk ohne CG (MGP) und mitCG (MGP/CG) auf dem gr�obsten Gitter.Im Parallelbetrieb verringert sih der Zeitanteilf�ur die Datenaustaushoperationen unter Ver-wendung des CG-L�osers am gr�obsten Gitter auf7.5%. Die Zeit f�ur die Drukberehnung, vergli-hen mit der Gesamtzeit, verringert sih von 86%(SIP) �uber 37% (MGP) nah 26% (MGP/CG),w�ahrend sih die Zeit T gesamt von 100% �uber7.2% nah 6.3% reduziert.3
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MGP/CGAbbildung 2: Konvergenz f�ur den 1{Gitter SIMPLE Al-gorithmus mit untershiedlihen Drukl�osern5 Numerishes ExperimentDas Laborexperiment zur Partikelwehselwir-kung von [9℄ wird mit untershiedlihen Par-tikelmassenstr�omen nahgerehnet. Abbildung 3zeigt die mittleren Partikelgeshwindigkeiten, diemit den maximalen Werten nahe an der Grenz-geshwindigkeit liegen. Wandsto� und Partikel-Wehselwirkung f�uhren zu einer Agglomerationim Bereih der Rohrverengung und reduzierengleihzeitig die Fallgeshwindigkeit. Weitere Ver-gleihe mit Messungen sind in Arbeit.6 ZusammenfassungDieser Beitrag zeigt die Vorteile einer Multi-GridMethode gegen�uber dem original SIMPLE mitSIP L�oser. Dies gilt sowohl f�ur den seriellen alsauh parallelen Fall. Des weiteren wird der La-grange L�oser beshrieben und in einem Experi-ment f�ur Partikel-Partikel Wehselwirkung vor-gestellt. Die hohe ReheneÆzienz beider Phasenerm�ogliht die Implementierung weiterer Model-le im Bereih W�arme- und Sto��ubergang.Literatur[1℄ Pahler K., Prishmann D., Zima P.: DerEinsatz der 3-Dimensionalen Str�omungs- undVerbrennungsrehnung bei der Entwiklung derECOTEC-Dieselmotoren von OPEL,9. Interna-tionaler VDI Kongress, Berehnung und Simu-lation im Fahrzeugbau, W�urzburg, Deutshland,September 24./25.,1998[2℄ Crowe C.T., Sommerfeld M., Tsuji Y.:Multiphase Flows with Droplets and Partiles,CRC Press, 1998.
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Abbildung 3: Zellgemittelte Partikelge-shwindigkeit in einem konvergenten Kanal[3℄ Rhie, C. M., Chow, W. L.: Numerial studyof the turbulent ow past an airfoil with trailingedge separation, AIAA J. Vol. 21, 1525-1532,(1983)[4℄ Caretto, L.S., Gosman, A.,D., Patankar,S.V., Spalding, D.B.: Two alulation proe-dures for steady, three-dimensionbal ows withreirulation, Pro. Third Int. Conf. Numer. Me-thodes Fluid dun., Paris (1972)[5℄ Stone, H.L: Iterative solution of impliit ap-proximations of multidimensional partial di�e-rential equations, SIAM J. Numer. Anal., 5, 530-558, (1968)[6℄ Bernert, K.: � -Extrapolation � TheoretialFoundation, Numerial Experiment and Appli-ation to Navier-Stokes Equations, SIAM J. Si.Comput. Vol. 18, No. 2 (1997)[7℄ Brandt, A., Dinar, N.:Multigrid solutions toellipti ow problems, in: Numerial methods forpartial di�erential equations (ed. by S. v. Par-ter), Aademi Press, New York London Toron-to Sydney San Franiso, 1979, S. 53-147[8℄ Hakbush, W.: Multigrid methods and app-liations, Springer{Verlag, Berlin 1985[9℄ Fohanno, S., Oesterle, B.: Analysis of theE�et of Collisions on the Gravitational Motionof Large Partiles in a Vertial Dut, Int.J. ofMulti Phase Flows, pp. 267-292, Vol26(2) 20004


