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* \3]�^`_`\ a`bdc�e fhg[i�j�bdk�lnm�oJ_`k�lnp�j�q�r=lnm�s`t�u3v;j�w�i�k�t�xnt�yzs
]�k�r=m�lnm�{zm�jJt�u3|3q�t�w�j�r=r=}�~;k�p�lnq�t�k�bdj�k�m���xz��k�� ����w�{zxnm�s`t�u3�Nj�w�i���k�lnw���xz~;k�yzlnk�j�j�q�lnk�y
\3j�k�r=t�q*v;j�w�i�k�t�xnt�yzs ��k��P|3q�t�w�j�r=r�v;j�w�i�k�t�xnt�yzs
��m3m�i�jJg[i�j�bdk�lnm�oJ_`k�lnp�j�q�r=lnm�s`t�u3v;j�w�i�k�t�xnt�yzs�} �[j�r=j���q�w�ida`q�t�{z�Pt�u3�N{zxnm�ln�zi���r=jJ��xnt��
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Abstract� r=bd��xnxJm�j�r=mPu���w�lnxnlnm�sHu�t�qUlnk�p�j�r=m�lnyz��m�lnt�kAt�uP�z��q�m�lnw�xnj -�`��xnxJlnbd�z��w�m�}`r=�zj�w�ln��xnxnsH�zj�r=lnyzk�j��8u�t�qU{zr=jNt�u�z{zxnp�j�q�lnr=j��8u�{zj�xn}`�`lnxnxJc�jN�zq�j�r=j�k�m�j��?�;�[s�bdj���k�rKt�udlnmdm�i�jNc�t�{zk�w�lnk�yA�z��q���bdj�m�j�q�r=}Jw�t�j�u�u�lnw�lnj�k�m�rKt�u
q�j�r=m�lnm�{zm�lnt�k���k��Hu�q�lnw�m�lnt�k�}�t�u`w�t���x[�zt��`�zj�qPt�k�m�tA��r=m�j�j�x[�`��xnx[��k���m�i�j�j�q�t�r=lnt�kNj�u�u�j�w�m�r1i���p�j�c�j�j�k
bdj���r={zq�j��?�3�[��r=j��Nt�k�m�i�lnrPj����zj�q�lnbdj�k�m���x;�z��m��K�Kk�{zbdj�q�lnw���x;r=lnbd{zxn��m�lnt�k�t�u[m�q���k�r=�zt�q�m[t�u[�z{zxnp�j�q�lnr=j��
u�{zj�x*lnk��1w�t�bd�zxnj��Kr=�zxnlnm�m�lnk�y��zj�p�lnw�j�}*�1r=t -w���xnxnj���c�lnu�{zq�w���m�t�q��`lnm�iKq�lnu�u�xnj1c�t���}*i���r`c�j�j�kKw���q�q�lnj���t�{zm=�v;i�jKk�{zbdj�q�lnw���x;���z�zq�t���w�i�m�t�yzj�m�i�j�q`�`lnm�i�m�i�jKr=lnbd{zxn��m�lnt�k�q�j�r={zxnm�rd�`lnxnx*c�jU�zq�j�r=j�k�m�j���u�t�qJm�i�lnrd���z�zxnl -w���m�lnt�kdm�t1k�{zbdj�q�lnw���xzj�q�t�r=lnt�kd�zq�j��zlnw�m�lnt�kdu�t�q*�zj�p�lnw�j�r�t�u3w�t���x -u�lnq�j��P�zt��`j�q*�zxn��k�m�r��

1. Introduction
]�k��zt��`j�qP�zxn��k�m�rU{zr=lnk�yHxn��q�yzj�{zm�lnxnlnm�sNw�t���x -u�lnq�j��Hc�t�lnxnj�q�rUu�t�qPyzj�k�j�q���m�lnt�k�t�u`j�xnj�w�m�q�lnw�lnm�s�m�i�j�w�t���x�lnr�z{zxnp�j�q�lnr=j���lnkNw�t���x�bdlnxnxnr1��k���m�i�j�kNlnmJi���r1m�tHc�j��zk�j�{zbd��m�lnw���xnxns�m�q���k�r=�zt�q�m�j�����k��N�zlnr=m�q�lnc�{zm�j��Nm�t��
xn��q�yzj�q[k�{zbdc�j�q[t�u*c�{zq�k�j�q�r���j�� y?��� � m�tK� �z� w�lnq�w�{zbdu�j�q�j�k�m�ln��xnxnsP��q�q���k�yzj��Ulnk1r=j�p�j�q���x�q�t��`r���q�t�{zk��Um�i�j
c�{zq�k�lnk�yKw�i���bdc�j�q[t�u;m�i�jPc�t�lnxnj�q#���[j�r=ln�zj�r�m�i�jdxn��q�yzjd�zln�zj��`t�q��Uu�xnt���r=�zxnlnm�m�lnk�yU�zj�p�lnw�j�r���q�jdk�j�w�j�r=r=��q�s
u�t�q`�zlnr=m�q�lnc�{zm�lnt�k�t�u���k�j {z��x;��bdt�{zk�m�t�u[�z{zxnp�j�q�lnr=j���u�{zj�x*��|3� � m�tNj���w�i�t�u[m�i�jUc�{zq�k�j�q�r���\3tNw���xnxnj��
m�q�lnu�{zq�w���m�t�q�r����`lnm�i�t�{zmPlnk�k�j�qUu�lnm�m�lnk�yzr�t�qUyz{zln�zlnk�yAp���k�j�r � ��k��A� � �[lnu�u�xnj�� �*m�s��zjNc�lnu�{zq�w���m�t�q�rK��q�jNw�t�b -bdt�k�xnsP{zr=j��Um�tUr=�zxnlnm?m�i�j`yz��r -w�t���x��z��q�m�lnw�xnj`u�xnt���lnk�m�tUm��`tUt�q;m�i�q�j�j`�zln�zj�r[t�q;w�i���k�k�j�xnr[�`lnm�iP��kPj��z{z��x��bdt�{zk�m3t�u3|3�Ubd��r=r�u�xnt���q���m�jJlnkdj���w�idt�{zm�u�xnt���w�q�t�r=r�r=j�w�m�lnt�kdt�u3m�i�jJu�xnt���r=�zxnlnm�m�lnk�yP�zj�p�lnw�j��
v;i�j�r=jP|3��u�xnt�� r=�zxnlnm�m�lnk�yK�zj�p�lnw�j�rJ��q�jPr={zc�¡
j�w�m;t�u;�Pk�{zbdc�j�q[t�u*�zq�t�c�xnj�bdr�����lnq�r=m*t�u*��xnx��d�zt�t�q��zlnr=m�q�l -c�{zm�lnt�k�t�uJ|3�At�p�j�qdm�i�j�c�{zq�k�j�q�r1t�uJ��xn��q�yzj�{zm�lnxnlnm�s�c�t�lnxnj�qdxnj����zr1m�tHt��zj�q���m�lnt�k���x���k���bd��lnk�m�j�k���k�w�j
�zq�t�c�xnj�bdr=}�lnk�w�q�j���r=j��Nxnj�p�j�x;t�u�{zk�c�{zq�k�j��Nw���q�c�t�k���k��Ni�lnyzi�j�q`q���m�j�rdt�u[¢`£

X
j�bdlnr=r=lnt�k�r���£`m�i�j�q��`lnr=j

m�i�j1c�j�k��zj����zln�zj��`t�q���xnj����zlnk�y�u�q�t�b¤m�i�j1w�t���x?bdlnxnxnr`m�t�m�i�jPu�xnt�� r=�zxnlnm�m�j�q�rJ��k��Ku�{zq�m�i�j�q[m�t�m�i�jPc�{zq�k -j�q�r�q�j�r={zxnm�r�lnk1��k1{zk�j��z{z��x�w�t�k�w�j�k�m�q���m�lnt�k1�zlnr=m�q�lnc�{zm�lnt�k1t�p�j�q�m�i�jdw�q�t�r=r�r=j�w�m�lnt�k1t�u?m�i�j`�zln�zj�r[���z��q�m�lnw�xnj
q�t��zlnk�y � �*v;i�lnrUw���{zr=j�r1bd��xn�zlnr=m�q�lnc�{zm�lnt�kNt�uJu�{zj�x�c�j�m��`j�j�kNc�{zq�k�j�q�r1lnkNm�i�j�u�xnt��¥r=�zxnlnm�m�j�qd��k���u�{zq�m�i�j�q
xnj����zr1m�tH�zxn��k�mJbd��lnk�m�j�k���k�w�j��zq�t�c�xnj�bdr1�z{zj�m�tH��kN{zk�j�p�j�kN�`j���qdt�uJ|3�A�zln�zj��`t�q�����rP�`j�xnx;��rPm�i�j
u�xnt���r=�zxnlnm�m�j�q�r�m�i�j�bdr=j�xnp�j�r��
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]�kKt�q��zj�q�m�t�{zk��zj�q�r=m���k���m�i�j1c�j�i���p�lnt�{zq�t�u�|3�NlnkK�zln�zj��`t�q��Km�i�jP�zk�t��`xnj��zyzjPt�u;�z��q�m�lnw�xnj -�`��xnx3�zi�s�r -lnw�r`lnr`q�j��z{zlnq�j��?��v;i�j1bdt�r=m�q�j�w�j�k�m�bdt��zj�xnr`t�u�m�i�j1�z��q�m�lnw�xnj -�`��xnx?lnbd�z��w�m�{zr=jPw�t�k�r=m���k�m;p���xn{zj�rJt�u;m�i�jw�t�xnxnlnr=lnt�kNw�t�j�u�u i w�lnj�k�m�r k ��k�� f u�t�qd�Kyzlnp�j�k��z��q�m�lnw�xnj -�`��xnx;w�t�bdc�lnk���m�lnt�k3�3v;i�jKw�t�bd�zxnj���w�t�k�k�j�w�m�lnt�kc�j�m��`j�j�k8�z��q�m�lnw�xnj�}d�`��xnx`��k���u�xnt�� w�t�k��zlnm�lnt�k�r�c�j�u�t�q�jHlnbd�z��w�m1xnj����zr�m�t���c�lny8k�{zbdc�j�qUt�uP�z��q�m�xns
lnk�w�t�k�r=lnr=m�j�k�m�q�j�r={zxnm�r ���������
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	�&%* . ����*!-�4 � 	E��&%7C*!,%	E- b'. ��4�*!	�7 b ��*!	���-�� �
�0�
���!��4�	 5 ,%-�4�,34���& c 	=4�,%������4�*!	���-��0	�7 c%< ��	��0*!-�*!�
*!-�� &C4�� 	��!�!-�4�-�	�&%*!�F) e � 5 	�$%	��B-�* 5 ���'� � ��	���7 < �!� �
&%7
c%<Ua ����&%*�	�*�� � ) ��
��
#
G
�>*!,%��*�*!,%	;��	��0*!-�*!�
*!-�� &?����*!-��C$

2/v1
7
� 	��B&%� *�1
-�$%	;�0�
�!�!-�4�-�	�&%*�-�&%�!� � b ��*!-�� & 5 -�*!,��	�1
����7=*!�C	���� �0-�� &")%��,%	���	��!� ��*!,%	'��	��0*!-�*!�
*!-�� &E����*!-�� 5 ��� c ��� �
	�&E7
� 5 &E-�&%*!�=�'&%� � b � � $%	 � � 4�-�* < ��	��0*!- -*!�
*!-�� &E����*!-��=$

N2/vN1
��&%7?�'*!��&%1
	�&%*!-�� � $%	 � � 4�-�* < ��	��0*!-�*!�
*!-�� &;����*!-��?$

T2/vT1
)F��,%	���	��0� � *!���0,%� 5 *!,%��*H*!,%	

&%� � b � � 4�� b'. � &%	�&%*�� ��$%	 � � 4�-�* < 7
� 	���&%� *�4�� &%*!��- c �
*!	E�0-�1
&%-��!-�4���&%* ��< *!�37
�
4�*!- � 	E	���� �0-�� &") @B�B�;��	��0� � *
� ��*!,%	E	�D . 	���- b 	�&%*!� � -�&%$%	��0*!-�1
��*!-�� &%��*!,%	E	���� �0-�� &=����*!	E,%��� c 	�	�&=	�D . ��	��0�0	�7C-�&=*!	�� b ��� ��*!,%	E��	��0*!-�*!� -*!-�� & . ����� b 	�*!	����F)���,%	��0	I7
��*!�I1
-�$%	I*!,%	I�!� �
&%7
��*!-�� &+�!� �6*!,%	I&%� b 	���-�4�� �E. ��	�7
-�4�*!-�� &J� � . ����*!-�4 � 	
	���� �0-�� &'-�&'7
	�$%-�4�	���� �"4�� b'.
� 	�D'1
	�� b 	�*!� <�� -��
	B	 ) 1H)�-�&'*!,%	B-�&%$%	��0*!-�1
��*!	�7;K K L�-��!� � 	�K K�* <F. 	 c -��!�
��4���*!� ���F)

Nomenclature

CD
� M

A
7
����1;��&%7 � -��!*"4 oefficients

dP
� �

P
. ����*!-�4 � 	B7
-�� b 	�*!	�����&%7;����7
-��
�

G
1
����$%-�*!��*!-�� &%� � ��4�4�	 � 	�����*!-�� &

�
� � 4�� 	��!�!-�4�-�	�&%*!��� �"��	��0*!-�*!�
*!-�� &'��&%7;�
-�&%	�*!-�4B�!��-�4�*!-�� &

PNN . ����*!-�4 � 	B&%� bdc 	���� � � 5 ����*!	
L�	�� L�	

P
L�	 < &%� � 7
����&%7 . ����*!-�4 � 	BL�	 < &%� � 7
��&%� bdc 	��

�
� $%� 5 $%	 � � 4�-�* < -�&'D -
� < - ��&%7;O -direction

vrel
� c �0� � �
*!	B$%� � �
	B� � . ����*!-�4 � 	 -� � �
-�7;��	 � ��*!-�$%	B$%	 � � 4�-�* <

vN
� $

T
&%� � b � � ��&%7;*!��&%1
	�&%*!-�� � $%	 � � 4�-�* < 4�� b'. � &%	�&%*

P � � �
-�7;��� *!��*!-�� &
Q �
-�&%	 b ��*!-�4B$%-��04�� �0-�* <
R density
S

P
. ����*!-�4 � 	B��� *!��*!-�� &%� � $%	 � � 4�-�* <

S
rel

� c �0� � �
*!	B$%� � �
	B� � . ����*!-�4 � 	 -� � �
-�7;��	 � ��*!-�$%	B��� *!��*!-�� &%� � $%	 � � 4�-�* <
Subscripts

F fluid

P particle

1 c 	��!� ��	B- b'. ��4�*
2

���!*!	���- b'. ��4�*
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2. X 4�E�:�I�<?C�6
>
6
:=MN<?9;@A784�<?E�B;5�6
9;FNE�M?E�:=4�7

Legend:
1 ����������	�
���
���������
�� �����������
2 ����
�����
���������	����
3 � 	���������������� �������������������
4 injector
5 ��
  ��������!��� � ����
����
6 ��"����� #������
���"����$�������
7 reservoir
8 filter
9 ������	���� � �!� � 	���������
&%������!�!�'���(����	�
������
10 � ���$%)� � %������!�!�'���(����	�
���������
���"������� ��������
11 O2-sensor
12 ��
�
����*�����������

+�,�-(.
1 /�0�1�2�3 acility

��,%	 *!	��0*!�/� � . ����*!-�4 � 	 -5 � ��� -�&%*!	�����4�*!-�� & 5 	���	 . 	����!� � b 	�7J-�&I�24�,%� bdc 	���� b ��&%�
�!��4�*!�
��	�7J� �
*?� �
c ��� &%O�	�� 5 -�*!,E-�& 	�4�*!� ��*!�=��4�4�	 � 	�����*!	'*!,%	 . ����*!-�4 � 	��0�"� c � �
&%4�-�&%1?*!����1
	�*���&%7?� �
* � 	�*!�>�!� ��1
���>��&%7 . ��� -*!-�4 � 	��F)
��,%	 . ����*!-�4 � 	�� 5 	���	;�!	�	�7
	�7 c%< �;$%- c ����*!-�&%1=4�,%�
*!	;-�&%*!�C*!,%	;-�&�4 	�4�*!� ��) ] *!�>-�&%�0-�7
	'7
-�� b 	�*!	�� 5 ���
3 bdb ) ] &E� ��7
	���*!�=��4�4�	 � 	�����*!	'*!,%	 . ����*!-�4 � 	���&%-�*!��� 1
	�&%�A��&;-�&%	���*H1
���0� 5 �����
�0	�7E*!�?��$%� -�7E7
�
�0*H	�D .
� � -�0-�� &%�F)%��,%	 . ����*!-�4 � 	'$%	 � � 4�-�* < 5 ���>G b65 ��*!�87
� b65 �F) ] &%�0-�7
	�*!,%	�4�,%� bdc 	���*!,%	���� *!��*!� c%� 	�*!����1
	�*H� b ��7
	�!��� b �0*!	�	 ��\ *&7
�
�&7 bdb:9); � bdb �&7
G bdb *!,%-�4��
� 5 ������7�4 �
�0*!	�7E*!�?*!,%	�-�&%*!	�&%7
	�7E- b'. ��4�*H��&%1 � 	 )F��,%	
. � -�&%*>� � . ����*!-�4 � 	?- b'. ��4�* 5 ��� � � 4���*!	�73G bdb � 5 � < �!��� b -�&�4 	�4�*!� �B� �
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4. X O;4
� -
@�6
784�9;E�6
G39;<?>;/1B;>
4�5�6
<?9

-� <?F?5�<?9;F?6
<?9H<?2�2�5�G3<?C�O
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� ��&%*!�F) ��	��0-�7
	���*!,%	 . ��	�7
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PN$ � � � &%1/	���4�,64�� � 4�� � ��*!	�7 . ����*!-�4 � 	C*!����4 	�4�*!� � < )H��,%	
. ��	�7
-�4�*!-�� &3� �>*!,%	 . ����*!-�4 � 	=*!����4 	�4�*!� ��-�	��;-��;4�������-�	�76� �
* c%< �0� � $%-�&%16*!,%	=� ��7
-�&%��� < 7
-��!�!	���	�&%*!-�� � 	'I
�
� -
tio

&%�/�!� �3*!,%	 . ����*!-�4 � 	 � � 4���*!-�� &J��&%7+$%	 � � 4�-�*!-�	��F)>@B�0�0� b -�&%1J*!,%��*?*!,%	2����*!-��+� �?� � �
-�7J*!� . ����*!-�4 � 	
7
	�&%�0-�* < -���� b � ��� �&%

F
5 %

P <<

���*!,%	��0	B	'I
�
��*!-�� &%����	���7 �



- 7 -

��
�
�

�
��
�
�

�
=��
�
�

�
��
�
�

�

P

P

P

P

P

P

w
v
u

z
y
x

dt
d

(5)

( ) ��
�
�

�
		
	



�
��
�



�

-
-
-

+
=		
	



�
��
�



�

PF

PF

PF

Drel
PFP

F

P

P

P

ww
vv
uu

Cv
d

w
v
u

dt
d

rr
r

2
14

3

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

		
	



�
��
�



�
+
-+��

�
�

�
		
	



�
��
�



�

W--W-
W--W-
W--W-

W
+

z

y

x

FP

FP

XPFYPF

ZPFXPF

YPFZPF

A
F

g
g
g

vvuu
uuww
wwvv

C
rr

rr

p

u

2
1

2
1

2
1

2 �
(6)

with

Fv�� rot=W ,
F

relP
P

vdRe
u

=
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-�� . 	����0	 . ,%���0	;-�&%4 � �
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